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SUR L’IRRE´DUCTIBILITE´ DE QUELQUES VARIE´TE´S D’IGUSA
par
Boyer Pascal
Re´sume´. — On prouve que les varie´te´s d’Igusa de seconde espe`ce de´finies par Harris et Taylor dans
leur livre [2], sont aussi connexes que possible, i.e. que les composantes connexes sont naturellement
en bijection avec les caracte`res du groupe des inversibles de l’ordre maximal de l’alge`bre a` division
centrale qui lui est attache´e.
Abstract (On irreductibility of somme Igusa varieties). — We describe the connected com-
ponents of Igusa’s varieties of second species defined par Harris and Taylor in their book [2]. There
are in bijection with the characters of the inversible group of the maximal order of the division
algebra attached to them.
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Introduction
A l’origine de cette note est une question pose´e par J. Tilouine a` L. Fargues sur l’irre´ductibilite´
des varie´te´s d’Igusa de seconde espe`ce, qui lui re´pond que cela de´coule de mon travail [1]. Mal-
heureusement l’e´nonce´ ne se trouve pas tel quel dans loc. cit. d’ou` cette note qui ne contient
strictement rien de nouveau mais qui rassemble les re´sultats ne´cessaires a` la preuve.
Classification mathe´matique par sujets (2000). — 14G22, 14G35, 11G09, 11G35,
11R39, 14L05, 11G45, 11Fxx.
Mots clefs. — Varie´te´s de Shimura, modules formels, correspondances de Langlands, correspondances de Jacquet-
Langlands, faisceaux pervers, cycles e´vanescents, filtration de monodromie, conjecture de monodromie-poids.
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1. Rappels sur les varie´te´s de Shimura associe´s a` certains groupes unitaires et sur
les varie´te´s d’Igusa associe´es
1.1. Varie´te´s de Shimura simples. — On conside`re les varie´te´s de Shimura simples associe´es
a` des groupes unitaires telles qu’elles sont de´finies dans [2]. On reprend les notations de [1]. Soit
F = F+E un corps CM, E/Q quadratique imaginaire pure, dont on fixe un plongement re´el
τ : F+ →֒ R. Le groupe unitaire Gτ est alors tel que
- Gτ (R) ≃ U(1, d− 1)× U(0, d)
r−1 ;
- Gτ (Qp) ≃ (Qp)
× ×
∏r
i=1(B
op
vi )
× ou` v = v1, v2, · · · , vr sont les places de F au dessus de la
place u de E telle que p = ucu et ou` B est une alge`bre a` division centrale sur F de dimension d2
ve´rifiant certaines proprie´te´s, cf. [2], dont en particulier d’etre soit de´compose´e soit une alge`bre a`
division en toute place et de´compose´e a` la pace v.
1.1.1 — Pour tout sous-groupe compact Up de Gτ (A
∞,p) et m = (m1, · · · ,mr) ∈ Z
r
>0. On pose
Up(m) = Up × Z×p ×
r∏
i=1
Ker(O×Bvi
−→ (OBvi /v
mi
i )
×)
Pour Up assez petit on dispose d’un sche´ma projectif sur SpecOv tel que quand U varie, les
XUp(m) forment un syste`me projectif dont les morphismes de transition sont finis et plats : quand
m1 = m
′
1 ils sont en plus e´tales. Le syste`me projectif (XUp(m))Up,m est naturellement muni d’une
action de Gτ (A
∞).
E´tant donne´ une repre´sentation irre´ductible ξ de G sur Ql, on notera Lξ le syste`me local sur
XUp(m).
1.1.2 — On note XUp,m la fibre spe´ciale de XUp(m). Pour tout 0 6 h 6 d − 1, on dispose d’une
strate ferme´e (resp. ouverte) note´e
X
>d−h
Up,m = X
[h]
Up,m (resp. X
=d−h
Up,m = X
(h)
Up,m)
de pure dimension h et munie d’une action de G(A∞). Dans le cas de bonne re´duction, i.e. m1 = 0,
elles sont en outre lisses. Pour tout 0 < h < d, les strates X
(h)
Up,m sont ge´ome´triquement induites
sous l’action du parabolique Ph,d(Ov), au sens ou` il existe un sous-sche´ma ferme´ X
(h)
Up,m,0 tel que
X
(h)
Up,m ≃ X
(h)
Up,m,0 ×PM (Ov/vm1 ) GLd(Ov/v
m1)
On notera X
[h]
Up,m,0 l’adhe´rence de X
(h)
Up,m,0 dans X
[h]
Up,m.
1.2. Varie´te´s d’Igusa de premie`re espe`ce. — Dans [2], les auteurs de´finissent les varie´te´s
d’Igusa de premie`re espe`ce I
(h)
Up,m −→ X
(h)
Up,m, ou`m = (0,m2, · · · ,mr), qui est l’espace des modules
des isomorphismes
αet1 : (̟
−m1Ov/Ov)
h ×X
(h)
Up,m ≃ G
et[̟m1 ]
On obtient ainsi un reveˆtement galoisien de X
(h)
Up,m de groupe de Galois GLh(Ov/̟
m1). Ils
de´finissent en outre un morphisme radiciel de I
(h)
Up,m sur X
(h)
Up,m,M pour tout M .
Ces varie´te´s I
(h)
Up,m sont munies d’une action de
G+h (A
∞) = Gτ (A
∞,p ×Q×p × Pd−h,d(Fv)×
∐
i=2
(Bopvi )
×
qui agit via le quotient G+h (A
∞) −→ Gτ (A
∞,p) × Q×p × (Z × GLh(Fv))
+ ×
∏r
i=2(B
op
vi )
× ou`
(Z × GLh(Fv))
+ de´signe le sous-semi-groupe de Z × GLh(Fv) forme´ des e´le´ments (c, g) tels que
̟
⌊−c/(n−h)⌋
o g ∈ GLh(Ov) qui est induit par la surjection Pd−h,d(Fv) −→ Z × GLh(Fv) qui a`
gv = gM (g
c
v, g
et
v )g
−1
M associe (v(det g
c
v), g
et
v ).
1.2.1. The´ore`me. — Pour tout 0 < h < d, I
(h)
Up,m est ge´ome´triquement connexe.
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1.3. Varie´te´s d’Igusa de seconde espe`ce. — Soit S un sche´ma et H un Ov-module de
Barsotti-Tate compatible de dimension 1 et de hauteur constante h. On conside`re comme dans
[2], le foncteur en S-sche´mas qui a` T/S associe l’ensemble des T -isomorphismes
Σh[̟
m]×SpecFp T −→ H [̟
m]×S T
ou` Σh est ”le” Ov-module de Barsotti-Tate formel de hauteur h sur Fp. Ce foncteur est repre´sente´
par un S-sche´ma Xm(H/S) de type fini sur S et on note Ym(H/S) l’intersection des images
sche´matiques de
Xm′(H/S) −→ Xm(H/S)
pour m′ > m et on pose J (m)(H/S) = Ym(H/S)
red.
Soit G0/I
(h)
Up,m le Ov-module de Barsotti-Tate formel universel : il est de dimension 1 et de
hauteur constante h. On de´finit alors
J
(h)
Up,m,s := J
(s)(G0/I
(h)
Up,m)
Le reveˆtement J
(h)
Up,m,s −→ I
(h)
Up,m × SpecFp est galoisien de groupe de Galois (Dv,d−h/̟
s)× ou`
Dv,d−h est l’ordre maximal de l’alge`bre a` division Dv,d−h de centre Fv et d’invariant 1/(d− h).
Par ailleurs, on a, sur la tour des J
(h)
Up,m,s une action par correspondances du groupe Gτ (A
∞,p)×
Q×p × (Z×GLh(Fv))
+ ×
∏r
i=2(B
op
vi )
× × (D×v,d−h/D
×
v,d−h).
1.3.1. De´finition. — Soit D1v,d−h le noyau de la norme re´duite de D
×
v,d−h. Pour tout m > 0, on
note alors D1v,d−h,m := D
1
v,d−h/(1 +̟
s) et soit J
(h),1
Up,m,s := (J
(h)
Up,m)
D1v,d−h,m .
1.3.2. The´ore`me. — Pour tout 0 < h < d, J
(h)
Up,m −→ J
(h),1
Up,m est un D
1
v,d−h,m-torseur
ge´ome´triquement irre´ductible au dessus de toute composante ge´ome´triquement connexe et
J
(h),1
Up,m(Fp) ≃ I
(h)
Up,m(Fp)×Dv,d−h,m/D
1
v,d−h,m
ou` l’action est induite par l’action du groupe de Galois Dv,d−h,m du reveˆtement J
(h)
Up,m −→ I
(h)
Up,m.
2. Syste`mes locaux d’Harris-Taylor : groupes de cohomologie
2.1. De´finition. — Les varie´te´ d’Igusa de seconde espe`ce de´finissent pour toute repre´sentation
irre´ductible admissible ρv des inversiblesD
×
v,d−h, un syste`me local Fρv ,Up(m),0 sur I
(h)
Up,m et donc sur
X
(d−h)
Up,m,0. Tout e´le´ment (g
p, gp,0, c, g
et
o , goi , δ) deGτ (A
∞,p)×Q×p ×(Z×GLd−h(Fv))
+×
∏r
i=2(B
op
vi )
××
(D×v,d−h/D
×
v,d−h) de´finit naturellement un morphisme
(gp, gp,0, c, g
et
v , gvi , δ) : (g
p, gp,0, c, g
et
v , gvi , δ)
∗(Fρ,M ⊗ Lξ) −→ Fρ,M ⊗ Lξ
2.1.1. De´finition. — Pour τv une Ql-repre´sentation irre´ductible admissible de D
×
v,h, on note
Fτv := Fτv,0 ×Ph,d(Ov/vm1) GLd(Ov/v
m1)
le faisceau induit sur toute la strate X
(d−h)
Up,m , ou` l’action de
(
gcv ∗
0 getv
)
∈ Ph,d(Fv) est donne´e
par celle de (val(det gcv), g
et
v ) ∈ Z×GLd−h(Fv).
2.2. Faisceaux pervers d’Harris-Taylor. — On introduit suivant [1], les faisceaux pervers
dits de Harris-Taylor
P(g, t, πv) = j
>tg
!∗ HT (g, t, πv, [
←−−
t− 1]piv )[d− tg]⊗ rec
∨
Fv (πv)
ou` HT (g, t, πv,Π) = FJL−1([←−−t−1]piv )
⊗Π. On rappelle le re´sultat suivant de [1].
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2.2.1. Proposition. — Pour tout 1 6 t 6 s, la filtration par les poids de j>tg! HT (g, t, πv,Πt)[d−
tg] est telle que ses gradue´s gr!t,k sont nuls pour k < 0 et pour 0 6 k 6 s− t, e´gaux a`
j
>(t+k)g
!∗ HT (g, t+ k, πv,Πt
−→
× [
←−−−
k − 1]piv)[d− (t+ k)g]⊗ Ξ
k(g−1)/2
ou` Ξ : Z −→ Q
×
l de´signe le caracte`re de´fini par Ξ(1) =
1
l
2.3. Preuve des the´ore`mes (1.2.1) et (1.3.2). — Pour tout τv et pour tout i,
Hiτv,0 := H
i( lim
−→
Up,m
X
(d−h)
Up,m,0,Fτv,0)
est une repre´sentation admissible de G(A∞,o)×GLh(Fv)× Z telle que pour toute repre´sentation
Πh de GLd−h(Fv), on a
Hiτv(Π) := H
i( lim
−→
Up,m
X
(d−h)
Up,m ,Fτv ⊗Πh) ≃ Ind
GLd(Fv)
Ph,d(Fv)
(Hiτv,0 ⊛Πh)
ou` l’action de
(
gcv ∗
0 getv
)
∈ Ph,d(Fv) sur H
i
τv,0⊛Π est donne´e par l’action de (val(det g
c
v), g
et
v ) ∈
Z × GLd−h(Fv) sur H
i
τv ,0 et par celle de g
c
v sur Πh. Les the´ore`mes (1.2.1) et (1.3.2) de´coulent
classiquement du re´sultat suivant.
2.3.1. Proposition. — Pour tout τv, H
0
τv ,0 est nul sauf si τv est un caracte`re χv auquel cas on
obtient
χv ⊗ Ξ
0
en tant que repre´sentation de GLd−h(Fv)× Z.
De´monstration. — On rappelle qu’une repre´sentation automorphe Π de Gτ (A) est dite cohomo-
logique, s’il existe une certaine repre´sentation alge´brique ξ sur C de la restriction des scalaires de
F a` Q de GLg, et un entier i tels que
Hi((LieGτ (R))⊗R C, Uτ ,Π∞ ⊗ (ξ
′)∨) 6= (0)
ou` Uτ est un sous-groupe compact modulo le centre de Gτ (R), maximal, cf. [2] p.92, et ou` ξ
′ est
le caracte`re sur C associe´ a` ξ via un isomorphisme Ql ≃ C fixe´. Conside´rons Π irre´ductible et
cohomologique, les faits suivants se trouvent dans [1] :
– si Π n’est pas cohomologique alors Hiτv ,0[Π
∞,v] est nul pour tout i et tout τv ;
– pour Π cohomologique tel que Πv ≃ Sps(πv), pour d = sg avec πv une repre´sentation
irre´ductible cuspidale de GLg(Fv), H
i
JL−1(Spt(piv)),0
est donne´ par{
0 si i 6= 0
♯Ker1(Q, Gτ )m(Π)[
←−−−−−
s− t− 1]piv(−t(g−1)/2) ⊗ (Ξ
(s−t)(g−1)
2 ⊗
⊕
χ∈A(piv)
ξ−1) i = 0
ou` A(πv) est l’ensemble des caracte`res χ : Z −→ Q
×
l , tels que πv ⊗ χ
−1 ◦ val(det) ≃ πv.
– pour Π cohomologique tel que Πv ≃ Sps(πv), pour d = sg avec πv une repre´sentation
irre´ductible cuspidale de GLg(Fv), H
i
JL−1(Spt(piv)),0
est donne´ par{
0 si i 6= s− t
♯Ker1(Q, Gτ )m(Π)[
−−−−−→
s− t− 1]piv(−t(g+1)/2 ⊗ (Ξ
(s−t)(g+1)
2
⊕
χ∈A(piv)
χ−1) i = s− t
– pour Π cohomologique telle que Πv n’est pas d’une des deux formes pre´ce´dentes, d’apre`s loc.
cit., Πv est alors de la forme
[
−−−→
s1 − 1]piv,1 × · · · × [
−−−−→
su − 1]piv,u × [
←−−−
t1 − 1]pi′
v,1
× · · · × [
←−−−−
tu′ − 1]pi′
v,u′
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avec πv,i et π
′
v,j irre´ductibles cuspidales unitaires de respectivement GLgi(Fv) et GLg
′
j(Fv).
(1) On a alors prouve´ dans loc. cit. que
H0( lim
Up,m
X
[d−h]
Up,m,P(g, t, πv))[Π
∞,v ] = 0.
En utilisant la suite spectrale associe´e a` la filtration par les poids de j>tg! HT (g, t, πv, [
←−−
t− 1]piv)[d−
tg], on en de´duit que
H0τv([
←−−
t− 1]piv )[Π
∞,v] = 0
et donc que H0τv ,0[Π
∞,v] = 0, d’ou` le re´sultat.
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